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1. Keuzeproblemen

Tijdens vele activiteiten wordt men bewust of onbequtQéfu
confronteerd met eeﬁvan de vele verschLllende maar in ‘wezen '
identieke problemen waaraan deze pare b”ﬂdi is FEWle "_‘

Ter verduldelil jking zullen wi ] vandeze problemen een enke le
noemen. ' ' H

Ben hulsvrouw vraagt zich 1ledere zaterdag af hbeveellmelkg
brood etc. 2zij voor het komende weekend moet inkopen.

ren belegger houdt,zich‘periodiek bezig met de vraag hoeveel
geld hij in kas moet houden‘én welk deel opnleuw belegd moet wor-
den. "l _

ren Vervoersmaatschappij overweegt hoeveel chauffeurs, trein-
bestuurders en conducteurs in reserve gehouden moeten worden om de
Faasdrukte redelijk te verwerken. '

' In al deze gevallen wordt van de verantwoordelil jke persoon
veflangdﬁ dat hi) een keuze doet. Ulterasrd zal men steeds zoeken
naar die Keuzéﬁ welke“de beste 1s. Om na te kunnen gaan of een
keuze goed, dan wel slecht ig, dient men te beschikken over een
criterium. Met behulp van zo'nm criterium kan men veelal direct na-
gaan wat het effect is van een kKeuze, bljv. door de schade of
winst te berekenen; welkelm$de.een gevolg 1s van de keuze. Het
komt echter ook voor, dat op het moment van de keuze de toekomstige
ontwikkelingen niet kunnen worden voorzien. Aangezien men gedwongen
wordt tot een keuze, zal men de_- resultaten van de mogelil jke toe-
komstlge ontw1kkellnben moeten wegen en het is daarom zinvol ow

pbijv., de verwachthg van de schade. of winst als criterium tTe
klezen - B

Het opstellen van een crlterLum 18 dikwljls een moeilll jke
opgave. Velk crlterlum moet bljv. de hulsvrouw hanteren? Indien.:
Zz1]J] ervoor wil vorgen dat noolt één van haar gasten leTs tTekort

komt, dan zal zi] vaak op maandag etenswaren moeten weggooien.
Bij het Oputellen van een criterium wordt men gedwongen zlch
rekenschap te geven van het doel dat wordt nagestreefd.

De problemen welke WlJ in deze paragraaf zullen bespreken,
b621tten leder een criterium met behulp waarvan de optlmale-
keuzse kan worden bepaald. '

In het vierde wvraagstuk zullen wij laten zien., dat niet




altijd de optlimale keuze verkozen wordt boven alle alternatieven.
Immers verkeert men in een situatie, waarin de toekomstige ont-
wikkellng,en niet tevoren vastliggen, dan kunnen enige mogeli jke
ontwikkellngen bljzonder ongunstig zijn. In dergelijke situaties
Wil men de 1{8118 Op een .realisering van zomn ontwlkkeling birmen

zel{ere grenzen '70 kKlein mogeli jk maken, ook als dit bijv. ten
koste van de verwachte winst mocht gaan.

Voorbeeld 1.1.

Laten wi) om de gedachten te bepalen aannemen, dat wi ]

belast zljn met het beheer van de champignonvoorrasd van een
restaurant. Door de elgenaardige geografische ligging van ons
cethuis kan het slechts éénmaal in de twee dagen door de

" T‘:*:’-'"harmg):“i'_gt’l'oflhcweL<:e1:’ worden bediend. Nu is het met champignons zo
gesteld, dat ook de houdbaarheid slechts twee dagen bedraagt, zo-
dat dus steeds bij aankoms®t van de kweker de voorraad moet worden
ververst. De behoefte aan chan'ibignons is echter van ftevoren nietv

- bekend, maar volgt een kansverdeling van bekend type metl gegeven
parameterwaarden. Het 1s heel goed mogelijk, dat bij een over-
stelpende vraag de voorraad niet toereikend blijkt te zlijn. In
dat geval zullen in de gerechten blikchampignons worden verwerkt,

{1

welke in "onbeperkte'! hoeveelheden aanwezig. zijn. De elgenaar
gebruik’t‘ deze paddestoelen ongaarne vanwege hun hoge inkooppri js.
De" opgave, waarvoor wilj ons eens in de twee dagen gesteld zullen
Zi‘eh 1uidt nu als volgt:

© Indien geg@ven :'7.}*31'1 de inkoopkosten Q(q) van de verse
champignons als functj_e van de bestelgrootte q en vervolgens de
prijs C voor één cenheid blikchampignons, gevraagd blj bekende
kansverdeling van de vraag X de optimale bestelgrootte te bepalen.

L

1«:13 behoeven dus slechts rel{enlng te houden me T de volgende

twee verschillende kosten“ | - *
4. de inkoopkosten Q(q) van de verse champlgnons * L
' 2..de inkoopkosten van de blll{champignonq (qu)C ipdi_e‘n; de
- vraag, x groter .is dan g. _
Het 1is nu eemrou,dlg in te Z:Len dat de verwacht :Lng van de

totale kosten geg,even wordt door ‘,
Q

K(q)- Qla) + C / (x q) f(x) dx. o o (1.1)
o | ,
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alsf(x) de kansdlchtheld van de vraagverdeling voorstelt,
Als voor a. q" de functle K(q) minimaal is, wordt de bestel-

grootte q_ opthaal genoemd .
Indlen {(q) cen differentieerbare functie van g is dan geldt

voor q=q- (vgl. stelllng 6.5 ult hoofdstuk II):

O

_ 3* N
K'(g™) = Q'(qg™) - C,éﬁf(y) dy = O (1.2)
m.a.w.
pay 3t
I 37 !

[ e(y) ay = p[ y=o¥] - 2La) (1.3)

3
e

Het linker 1id van (1.3) stelt de kans voor dat de voorraad
niet toereikend is, terw:rjl het rechterlid gelijk is aan het
quoti&nt van de marginale kosten b1 ] qqu en de vervangingsprijs.

Indien Q(q) = ag dan geldt:

= =
[ f(y)ay = KL

X
®|

i

(1.4)

2
C

Voorbeeld 1.2.

~ In ons tweede voorbeeld kan een boer op ledere laalste dag
van de maand een deel van zijn tegoed bij een codoperatieve melk-
['abriek opnemen. |

Deze agrarié&r vraagt zich nu af hoeveel geld hij zal opnemen
als gegeven 1is:

a) dat er nog f 150.- in zijn geldkist is,

b) dat de uitgeven voor de-komende maand een kansverdeling
bezitlfen met een kanudlohtheld

£(x) = 4x 0< k'fﬂ " (1.5)
waarblg de geldeenheldef 2. 5OU - bedrdagt
b) dat de melkfabrlek 5% rente per Jaar geeft

d) dat de Flaatseli jke Boerenleenbank altijd geld leent
tegen 8% per jaar.
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Stel nu dat onze boer aan het eind van de maand april zoveel
geld opneemt: dat hij 1n toTaal de beschikking heeft over y geld-
eenheden. Aangezien de uitgaven per maand nooit meer kunnen be -
dragen dan €één eenheild, is het zeker niet optimaal Yy groter dan

1 te kiezen. W1J beschouwen derhalve slechts waarden van y tussen
0 en 1.

Nu zijn er twee mogelil jkheden.

1) De benodigde hoeveelheid x is minder dan v.

Wemnmieinie, iy

In figuur 1.1 is het kasverloop geschetst, waarbij werd aan-

genomen dat de uitgaven gelijkmatig over de maand mel gespreid
Z1ljn.
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fig. 1.7
Het kasverloop in de maand mel,; wanneer er minder dan y

TRy - ™

ge 1deenhéden worden gebrulilkkT

Gemiddeld heef't hij dus in kas:

1

(y+y-x) = y-5x (1.6)

k]

en derhalve 1s de rentederving (ti1jd x rentepercentage X kas ) :

1
12 7 1

\J1

1

oo (¥ -2x) = 300 (y-3x) . _ (1.7)

@

De totale uitgaven zijn dus K{ ‘y,},x') = X 4 -2—%5 (y-5x) als X<y

2) De benodigde hoeveelheid §_isigfoﬁéf of gelijk aan y. (zie
figuur 1.2)
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Het kasverloop in de maand mei. wanneer er meer dan Y

geldeenheden worden gebrulkt

Gedurende een periode van de lengte =T, is er bij onze boer geld

]
in het kistje, terwijl hij gedurende een periode van de lengte Th
geld moet lenen bij de Boerenleenbank. Men kan #u gehvoudlg nagaan
dat:
- = L
1T X (1.9)
- X=y
Th = (1.10)
Gemiddeld heeft hij in de periode T, in kas
5V . (1.11)
Gemiddeld heeft hij geleend in de periode Tn
s(x-y) - (1.12)
De rentederving in de periode T, wordt gegeven door:
¥y 5 ) 1 ¥
Tz x) T - Y =180 T (71.73)

De te betalen rente aan de boerenleenbank (tijd x rentepercentage
X gemiddeld geleend bedrag) in de periode T 5 wordt gegeven door:



/] U) mwé-u *}*(Xu—y) = r:.Lm X“}fr>2 (,l ,“_‘-)
| (75 X 00 ° * 300 x “

De totale ultgaven worden dus gegeven door:

2

»
LI g -v)
K(}ﬁﬂ() = X 7—1_8_—0 [5{__ T 300 ’(XXY als X2V (1.,’]5)

De verwachting van de kosten wordt gegeven door de verwachting van
de functie K({y,x), die gedefinieerd is door (1.8) en (1.15).
Wij vinden dus voor de verwachting:
4 ~ S 1
CK(y,x) = 2({ x.xdx + 2 =7 % (v-5x)xdx +

L g 37'2 g (x-—-*y)2
i 23}( ligs % T 3o xS

3
- d 13 2 13y~
= 150 T 750 Y f 1200 Y T 3600 o (1i16)

Opdat de verwachting.van de totale kosten minimaal is, moetv VO l-
daan zijn aan (vgl. stelling 4.2 uit hoofdstuk II):

r
.

d CK(y,x)

o =0 - (1.17)
d A, .25 m-59y2 = 0 (1.18)
Wl " 5c T 200 Y T 3600 :
of o
13y2 - 26y + B = C (1.19)

of -
+ v/ D



- b3

tangezien y & 1 volgh uit (1.16) y = 1 - \/ 2 %038 (1.21)

. | d ‘gK(y_ﬂZ{“)
Uit (1.16) vinden wij voor S .
dy
° Qf%fﬁfil.m 26 26 . (1.0
12 1200 T 200 Y ,
yo =Y ‘
en dus voor y <1:
dglgﬁ(y,g_) _
a2 T (1.23)
dy .

De verwachting van de totale Kosten bezit derhalve voor

Vv o~ 0,38 een minimum en net optimale op te nemen bedrag wordt
dus gegeven door:

0,38 x f 2.500,- - ¥ 150.~ = ¥ 800.- . o (1.24)

Voorbeeld 1.73.

op 1 februari. Tussen 1 februari en - Jull 1is het in de normale

verkoop, daarna verdwi jnt het in de uitverk
absolute zek

kocht,

OOp alwaar het met
erheid tegen een sterk gereduceerde prijs wordt ver-

Op 1 Tfebruari moet de inkoper dus beslissen hoeveel hoed jes
net aanstaande voorjsar in de verkoop gebracht zullen worden.,



EﬁQﬁlL&Euze zél:afhangen van de volgende gegevens:

a) de inkoopkosten bedragen Q(q) voor een partij van de

omvang d;

de verkoeooppriJjs 1n de normale verkoop bedraagt a, per

hoed je ;

de verkoopprljs in de ultverkoop bedraagt a2 per hoedje;

de voorraadkosten bedragen b voor ileder hoedje een geheel

selzoéen in voorraad;

de verdeling van de vraag wordt gegeven door de kans-

dichtheld f(x) .

De kansverdeling onder e) is ulterasrd een benadering van

de werkeli jke vraagverdeling. die discreet is.
UlTtgaande van de veronderstelling, dat de vraag gelijkmatig

over de periode 1 februari

- 1 julili is gespreid, zullen wili]j twee

alternatieve mogelil jkheden san een beschouwing onderwerpen:

1.

2 .

In de behoef'te kan door de voorraad worden voorzien.

De voorraad 1s dan gemiddeld

- XK X

g“%““'m q - ) (1¢25)
groot, de kosten worden gegeven door:

K.(a) = Q(a) + (aq - —’-5—-) b als x=<q (1.26)
en de inkomsten door:

Iq(q) = a,x 4 ag(qu) als x=q . (1.27)

In de behoefte kan niet

Jp analoge wiljze als in
tijdens een periode van
en wel gemiddeld 5q. De
tezamen bedragen dan:

door de voorraad worden voorzien,
voorbeeld 1.2 vindtT men dat

. * C q .
de lengte = voorraad aanwezig is

wh e

voorraadkosten en inkoopkostTen

Ko(a) = Q(q) + 2 =— als x=z2q. (1.28)

De inkomsten worden nu gegeven door:

IE(Q) = aqq

als x=>q. (1.29)
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Met behulp van (1.26) t/m'(1$29) kan eenvoudig worden nagegaan,
dat de verwachting van de winst cegeven wordt door:

4

a O
f{_aqq - fe— 1 f(x)dx - Q(q). (1.30)

De functie V(g) kan slechts dan maximaal zijn voor qﬁqﬁj
indlen voor deze waarde van g geldt:

W'(QX) = O ' (1.31)
Uit (1.30), (1.31) en stelling 6.5 uit hoofdstuk II volgt
voor q=q :
% o
aq - x® .
: 3 - , |8
wi(@®) - [ (apmo)t(x)ax - [ (s, - EP)E(x)ax - @ () = c
-/ . ' (1.32)
of
f} q}{‘b ] ' { X |
&, - b + Jx (a,l - o= - A, b)f(x)dx - Q'(¢g )‘m ol (1.33)

In onze beschouwing werd Tot dusver geen rekening gehouden
met het verlies aan "goodwill' door '"'neen-verkoop". Het is uiter-
aard voor het modehuils geen reklame als de klanten onverrichter-
zake de winkel weer verlaten, Het verlies aan "goodwill" is echter
slecht te meten. Vel kan men dikwijls aangeven welk bedrag de
elgenasr bereid 1is ult te geven, opdat de klant een volgende keer
zal Terugkeren. _

Wij zullen deze kosten aangeven met C, alhoewel deze
constante in voorbeeld 1.1 gebruikt is voor de noodinkopen per
eenneld. Men kan de dubbele betekenls van de constante C gemakke-
1ijk rechtvaardigen, immers in beilde gevallenfprobeert'meh'hetS*
"uitverkocht zijn'" af te kopen. B o

Aan het rechterlid van de betrekking (1.28) m0¢t nu cgen term
van de grootte C(x-g) worden toegevoegd.

Voor W(qg), de verwachting van de winst, vinden wij dan:



W(g) = { {ax + as(a-x) - b(q - =)} f(x)dx +
~ "-“l‘qu )
v [{a,a - C(x-q) - == }f(x)ax - Q(q) . (1.34)
4
De optimale waarde q}f van g volgt dan ult
fo t C bq.% ‘ | . : X
a, - b + q}E (a,l-r - T - 8, b) f(x)dx - Q'(q”™) = 0. (1.35)

Van het bovenstaande resultaat zullen wij thans een toepassing

bespreken. Wij zullen ultgsan van de volgende gegevens:

a) de inkoopprilJjs van een hoedje bedraagt dertig gulden,
m.a.w. Q(q) = 30q; _

b) de verkoopprijs in de normaele verkoop bedrsagt vijftig
gulden, m.a W a, = 50 ;

c) de verkoopprijs in de uitverkoop is twintig gulden, dus
8y 205

d) de voorrasadkosten bedragen vijf gulden per seizoen per
hoed je, dus b=hH;

e) de kansverdeling van de vraag wordt gegeven door een
camma-verdeling met =2 en A=0,02, dus door f(x) =
(0502)2 y e-o_joz.x; ' (1.306)

£} het verlies C 2an goodwri’ilh voor ieder hoedje te weinlg
in voorraad wordt achtereenvolgens getaxeerd op O, 5, 10,
15, 20, 25 en 30 gulden.

De relatie (1.35) wordt in dit speciale geval gegeven door

(X -8
o -0, C2X by AN 2 =0,02K -

(35 + C) j}; _ ((Jjufﬁ)g x e 727 dx - 507 . (0,02)7 e 77 dx = -1F

g _ q
dat is na substitutie van 0,02x = T

O <O

(35 +- C) ]X- T e“t AT - O;’lq}% f}E e“t dt = 15, (’1“37)

0, 029 ' ‘ O, 02q _
of na enig rekenen:

.
, -0, 02
(0.6 + 0,08 ¢) gfe-0s02a" + (35 +C) T TR = 5. (1.38)
2 J
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Indien wij deze betrekking oplossen naar ¢ vinden wij:

gt = 138 als C = O
q” = 96 ¢ = 5
q® = 109 ¢ o= 10
qﬁ = 117 C = 15
Q™ = 124 C = 20
o = 130 C = 25
g™ = 136 C = 30 |

Voorbeeld 1.4,

lLLanneer men een stuk land Ter beschikking heeft en dit wil
bebouwen, zal de keuze van de produkten afhangen van de netto
opbrengst in geld, die de verschillende gewassen opleveren, Veler-
lel factoren spelen hierbij een rol, o.a. de opbrengst in hl per

opperviakte-eenheld, de prijs., die men per hl ontvangt, de sprel-

ding 1in beide voornoemde factoren, bijv. ten gevolge van het weer;
verder de bewerkelil jkheid van het produkt en de invloed van vrucht-
wisseling (afwisselend verbouwen van verschillende gewassen brengt
meer op dan het voortdurend telen van één bepaald gewas).

Het 1is uiteraard niet mogelijk met alle invlioeden tegelil jk
rekening tTe houden, aangezien het model hierdoor te ingewikkeld
Zzou worden. Dit neemt niet weg, dat wij kunnen Trachten de onder-
stellingen zo re€el mogeli jk te maken. De beschouwingen worden
gegeven voor tarwe (T) en haver (H). Voor meer dan twee gewassen

kKunnen analoge methoden gevolgd worden.

Het eenvoudigste geval

Beperken wi]j ons verder nog Tot het geval, dat geen vrucht-
wisseling wordt toegepast, dus dat op ieder stuk van het Te be-
pouwen land steeds hetzelfde gewas wordt geteeld, dan is men alleen
nog vrij in de keuze van de fractie A van het land, dat met tarwe
zal worden bezaaid; het overige deel 1s den bestemd voor haver.,

Wij nemen aan dat het land 1 ha groot 1is en;..xd_at de opbrengst per
h@qvoor;tarwe,gqq hl bedraagt en voor haver_agz hl. Zijn de prijzen
die men penLh;‘ontvangtﬁqu resp. pgj_dan ontvangt men bij een frac-
tie A aan tarwe

Z =Aa, P, + (1-X)a, 5P, - (1.40)
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Uliteraard wil men z z0 groot mogeli jk maken, wat in het

ceval (1. 40) zeer eenvoudig is. z is een lineaire functie van A
die men ook kan schrijven in de vorm

(84404 = 2pgPp) A + 255D,

waarult direkt bli jkTt 6 dat nmnljkwf1rmmat'kiezen; indlen

a4 4P = BooPo > O en A= 0, wanneer 8440, = 85oPs < O is. In het
geval a,l,"p,l - aggpg = 0 maakt het geen verschil, hoeveel men van
het ene produkt verbouwt en hoeveel van het andere.

Bespreking waarbij rekening wordt gehouden met spreidingen

Het belangri jkste bezwaar. dat men Tegen deze oplossing kan
inbrengen, is het verwaarlozen van afwil jkingen van de gemiddelde
oogstresultaten. Het steat blj voorbaat vast, dat allerlel fac-
térenﬁ die men niet in de hand heeft, zoals de weersomstandigheden,
de grootte van de ocogst beinvloceden. In dergeli jke gevallen 1S
het onjulst alleen te letten op de gemiddelde resultaten, omdat
dan ook zeer lage opbrengsten kunnen voorkomen, wat soms niet Te
aanvaarden konsekwenties heeft.

Om nu 2fwijkingen van de gemiddelde oogstresultaten 1n onze
beschouwingen te betrekken, vatten wij de ocogstresultaten op als
stochastis_ckle grootheden, waarvan wij de verdeling kennen. et
financi&le resultsat zal dan eveneens een stochastische grootheid
zijn, waarvan de verdelingsfunctie ult dile van de opbrengsten '
volgt. Acht men nu een financié€le opbrengst beneden een zZeker
bedrag eigenlijk onaanvaardbaar, dan kan men blj voorbaat stel-
len, dat de kans hierop een bepsalde waarde niet mag overtreflten.
Gezien de aard van het probleem zal het in het algemeen niet .
mogeli jk zijn er voor te zorgen, dat bepaalde kleine opbrengsten 1in
het geheel niet kunnen voorkomen. ‘

Onder alle mogelijkheden, die door de gestelde voorwaarde
niet worden uitgesloten kunnen wij nu clegene kiezen, welke de
verwachting van de financié&le opbrengst maximaliseert.

Wij zullen nu nagaan op welke wijze men te werk kan gaan in
‘het geval, waarin op een deel van het land Jaar in Jaar ult tarwe

. wordt verbouwd en op het overige stuk voortdurend haver .



wiskundlige Tormulering van hetl probleem

- De opbrengst in hl aan tarwe wanneer het gehele land hier-
mee bezaaid wordt ‘zeven wi san met x5 de opbrengst in hl aan
haver wanneer alleen haver wordt verbouwd met X~ Wij nemen van
beide grootheden aan. dat ze normaal verdeeld z1jn met bekende
. gemiddelden en bekende épfeidingend welke wij voor Tarwe, resp.
haver aangeven met }¢1 eh"oﬁ; resp. p, en o,. Doordet de
meeste toevallige factoren zowel de tarwe als de haveropbrengst
zul len beinvlceden, zijn X, eén X, nilet onderling onafhankell jk,
maar gecorreleerd; ook de waarde Q van de correlatiecoé&€fficiént
onderstellen wij bekend ult waarnemingen in voorafgaande Jjaren;
34 en X, bezltten dus een simultane normale verdeling, waarvan
alle vijf parameters gegeven zijn (vgl. (2.9) uit hoofdstuk III).

Rezaalt men nu een fractie X van het land met tarwe en de
rest met haver, dan is de opbrengst aan tarwe gelijk aan >k£4 en
die aan haver geligk aan (1-A)x.. Geven wilj wederom de verkoops-
prijs per hl aan met Py YESD. Do dan 1s het geldbedrag z, datv
men ontvangt, wanneer een fractile X met tarwe bezazaid wordt, ge-
113k aan

E_m:qugq +*(1~)Jp2§2 g (1.41)

Nu is een lineaire combinatie van normaal verdeelde stochas-
tische grootheden ook weer normaal verdeeld (vgl. stelling 2.5 ult
hoofdstuk IV), zodet wilj de verdeling van z volledig kennen, wan-
neer gemiddelde en spreiding ervan berekend zijn. ULt formule
(1.41) en de gegevens omtrent de verdelingen van X, €n X, volgt
(vgl. stelling 4.9 en formule (%.42) uit hoofdstuk III):

SR ! 1
. > - D
0% = NpZ of ¢ (1-N7p5 of + 2N1-N) T O, PP,
- (1.43)

wWanneer wijlgeéhextra_eisen.aan de ultkomst 2z opleggen, 1is
het probleem hetzelfde als het reeds belqandelde : kies AN zo, dat
de verwachting van de‘opbrénést‘zb groot mogelijk is, d.w.zZ.
maximaliseer (1.42) s1s functie van A . In de pralktijk zal men dit
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"

zeker niet blindelings doen, omdat het mogelijk is. dat een hoge
verwachting van z gepaard gaat met een zo grote spreiding, dat

mén dan ondanks de hoge verwacnting een flinke kans loopt, be-
trekkeli jk kleine waarden van z te vinden. Zijn de konsekwenties
van ontvangsten kleiner dan een bepaald bedrag w onaanvaardbaar,
dan zal men elsen, dat de kans nierop niet groter mag zijn dan een
klein getal B . Wij Krijgen dus een nevenvoorwaarde ., welke er als
volgt uitziet: '

i i gy

|

Flz=w | < 0. (1.44)

| S, —

Deze voorwaarde kan Tot gevolg hebben, dat wij beperkt wor-
den in de keuze van ?\E'Wij moeten dasrom eerst nagaan uit welke
x's er gekozen kan worden; de verwachting van de ontvangsten kan
dan over de niet ultgesloten X 's worden gemaximaliseerd.

Voor de eerste van deze twee stappen voeren wlj een nieuwe
variabele u in, de gestandsardiseerde van z:

u =0 ;/l(:?:.”b %‘Ejf N (1.45)

Wil

die dus normzal verdeeld is mes gemiddelde nul en spreiding -1
(vgl. stelling 2.2 uit hoofdstux IV). Voorwaarde (1.44) gsat dan,
uitgedrukt in u

devpemubbiags

oOvVer 1in

J

L)

of', als wiJ stellen

w'! = ¥ q(wm.%ﬁz); (1¢LV7)

1)

I,,fldW‘l 5(} : . (’ML%B)

Daar u N(0O_ 1) verdeeld is en (3 van tevorzn wordt gekozen,
. n .
kunnen wij in een fractielentabel van de normale verdeling ) af -

lezen welke waarden van w' bij gegeven (> aan (1 .48) voldoen. Wij
geven de wasrde, die u met een kans (3 overschri jdt asn met %%s
(zié fig. 1.3). Naarmate G kleiner is, 18 f‘ grotes,

WRRE NN gy ey Neemmy  TuAER Wl SR

1) In tabel 4.1 uit hoofdstuk 111 werd (> opgegeven als functie van
u. Omgekeerd kan me n ook U opgeven als functie van % g men

spreekt dan van e€en fPactlelentabel en gebru*ku in plaats VvV an
het symbool u vaak het symbool % o ‘
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De overschrijdingskans bij een normale verde ling

zodat de waarden van w', die voldoen aan (1.48) gegeven worden
door de ongeli jkheid: '

W' o= - ggu (1.49)
Vervangen wij hierin w' door cjiq(w-?iz) en vullen wij voor
0 - B

lZ en (?5 de gevonden waarden (1.42) en (1.43) in, dan zien wij,
dat A moet voldoen aan :

WP, g+ (1-Npy po )

—————t = = &
\ /<P B B 55D e — Se
Xp,] SN (1-X) Ps O 5 2(’I~>\),>\p,"p283 O 4 O 5 (1.50)

(m de voorwaarde beter te kunnen doorzien schrijven wij deze
ﬁ 1)
in de vorm:

) 2 2, 2 2 2 2 2
(P4 =17 Po ;"‘2) T 3(}, \Py Oqtp, O5-204p, R0, Op) AT 4
+ 24w(p B ) =P 4D t ST
1 P72 P/ TPqPo g Mo T oPp Mo
. ) (1.51)
¢ . = . ) (-
P (P2 g T PPp QO Tp) Y Am (Wepg )
2 2 2
o %SQPEC%BMU’
B - BAAH C =20, L (1.52)

iy oy NNE iy TPV SRk e s

1) Hierbi j is ultgegaan van de re&le onderstelling dat Gs<'% e
dus S@;}O is . :



waarin
r ) 2 R, 2 2 2 D
A= {=(Dg PPy Pp) T A %g},(pﬂ gt PpPp = EPgPQ 9T,
(1.53)
B = 2fu(p Dy o) "P4Ds 1 DS 5+
AP M TP Mol TP4Ps Mg Mo TPo ot
.2, 2 2. _..
75, (p5 o5tpp, 0 05 O,) | (1.5%)
erl
- ”(N""pg H'E. +_b_(5p2 02' (155)
18 .

De grootheid }\ﬁ die wlj 1n ons probleem kunnen kiezen, moet
dus voldoen aan een ongelil jkheld van de tTweede graad. Wij wijzen
erop, dat tot nu tToe geen andere onderstellingen gemasakt zijn
dan die van de normaliteit en bekendheid van de verdelingen van
X4 €N X5 €en het bekend zlJn van de'ﬁrijzen Pq €0 Py '

Men kan het wiskundige probleem: ¢z maximaliseren onder de
voorwaarde (1.52) algemeen oplossen. V1j zullen dit hier niet
doen en ons beperken tot de bespreking ven een aantal speciale

gevallen.

TP S 1 i NSRS a1 ey P TP - e — - T A - W AP e i Ty gL B i Mg AR i S - R s g R R ar AR - e

Cplossing van het probleem in een zantal speclale gevallen

2 »

, 2 L.
a aarin | = 1) en | = P2
a) Het geval waarin p 1 D Bo dhs SN Py O 7 Do Y5

De opbrengst in geld wanneer men het gehele land van 1 ha
met tarwe bezaald heelt,  bedraagt p,x, en wenneer men dit doet
met naver PoXs zonder meelte .s in Te zilen. dat p,X, een

] c

ling. Als dus Pa Hq=Ps HE n D, Oﬁ$p2<32 is zli)n de waarschi jn-
11ljkheldsverdelingen van p X, €0 P X, aan eliaar gell k. Hier is
men wellicht geneigd te denlzen dat het er niet meer toe doet of
men tarwe of haver dan wel gedeeltelijk de éen en gedeeltell jk de
ander zsait. Toch is dit niet het geval. Men ken dit inzlien door de

N(p1}¢4;pq**‘)~verdeling bezit en p.X, een N(pzfxg,pgisé)mverdew
en P

verdeling van z te onderzoeken voor verschnillende waarden van PN
Voor iedere waarde van X bedraagt volgens (1.42) de verwach-
ting van z: &z =Py Mg Po Mo De variantie gaat echter over in

(zie (1.43)):



o 2
Z

- pjf 03{’!-2X(’¥--M(’lmg)k (1.56)
en blijft dus een functie van O\ .

Men kan de overgebleven vrijheid nu gebruiken om de variantie
van z zo groot of zc klein megelijk te maken In het eerste geval
Speculeert men op een zeer hoge opbrengst 1in het tweede geval
maakt men de kans op een slecht resultaat zo klein mogeli jk. Wij

stelden ons op het voorzicitige standpunt en dat betekent dus dat

- 2 . ,
wiJ <o, moeten minimaliseren.
— a . , ‘ 2 .
Door differentiatie van (1.56) naar A vindt men dat S mini-
maal is*voor:Xm%h De optimale oplossing is hier dus onafhankeli jk

van (3 en w; wlJ noemen deze oplossing daarom uniform optimaal.
ben duldeli jke i1llustratie wordt gegeven door fig. 1.4 waarin
voor verschillende waarden van A de cumulatieve verdelingsfunctie
F(z) van z is getekend. Zo leest men direlct uit degze figuur af.

A

F(Z) lmﬂﬁm“m Wntlmrwevirpl gy ,-MW*WWMW i+ . i _W*mmm S U R =Wm. .
]

i /k’"‘m/—ﬂ"

n W MMl o ey wroae mar marm T TR AW wiel er AT e —rh A Pyl -t e egar A ERTIR FT WM 4 L i - g mmmm>
ol

W,: Q’H'uplt’ti Z
fig 1.4

De cumulatieve verdelingsfunctie van Z voor verschillende waarden
van A.

e A AR - m-ﬂwm '-""‘“W' ‘_.m

dat de kleinste wasarde Van @ VOOr een bepaalde waarde wq(ﬂ quxq)

e

van w bereilkt wordt bij die keuze van A waarvoor O . minimaagl is.

s
De bovenstaande oplossing geldt ook voor iedere waarde van Q -
Wel blijft de kleinste variantie die bereilkt kan worden een functie
van © ; immers . bij de ceuze A=5, gaat (1 56) over in
2) 3 2 2

72/ Tz p4<34(1+49) ~ (1.57)
Z min

(o

Het minimum ligt dus lager naarmate de waarde van © Klelner is.
Men ken dit ook zo zeggen: door twee verschillende produkten te
verbouwen, die niet op dezelfde Wljze door de toevallige omstan-
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dﬁghedén beInvlioed worden kUnhenwij‘eventuele rigsico's verdelen;
dlt gaat des Te beter  naarmate de opbrengsten minder samenhangen
gklejner e Y. _ *
| Vergelleen WlJ de hier gevonden resultaten met de eerder
iafgelelde result ten. dan zien wlg dat caar voor netv geval
pq1pﬂ pO pb van de erJheLd Ln de keuze vanfk,geen nuttig gebruik
kon worden gemaakt tEPWIJl er hier een uniform optimale oplossing
ié gevonden voor >um‘§1

X 2 2 2 2
Po. +_t2.__.. doch DA ,]__hf_;p_gi__“@_z .L,,

De verdelingen van P4X, €N DX, bezitten nu wel dezellfde ver-

b) Het geval waarin P

wachtlng, maar niet meer dezelfde variantie. Het bepalen van de
optimale oplossing gaat echter op dezelfde wijze als in a)f
Neemt men aan dat o Lo

18, dan 1s de variantie van z-

2 2 2 [,2\2 .
Deze is minimaal voor '
A=y T8 (1.60)
k™ 1-2k 0

wanneer deze A tussen O en - ligt geeft (1.60) de optimale waarde
van }hj in het andere geval moet men hetzij'knok hetzij:Xmﬂ kKlezen.
Substitueert men in (1.60) k=1, dan vindt men weer voor de optimale
waarde wvan )H::\m-%

Ook oplossing (1.60) is uniform optimazl, d.w.z. geldlg voor
ledere combinatie van w en 5 - Het 1s echter mogeli jk dat men
Zzi1Jn elsen zodanilig heeft gesteld dab er ool door de gunstigste
“~>\ niet aan wordt valdaan, men zal dan hetzij de eisen moeten ver-
“hllchten hetzi1gj van ‘het pTOdUktlepTObeS moeten afzien. In gevallen
waarin het minlmum van (1 59)*wmm;(3wjk<“lruﬁt 2P de rand van dit
interval wordt bereikt, kan men in de situatie verkeren dat zowel
alleen tarwe als alleen haver verbouwen te grote risico's oplevert
doch dat het risico bij gedeelteli jk haver en gedeel+ellgk tarwe

verbouwen wel aanvaardbaar is: hetzelfde geldt ulteraard ook voof nhet
eerger behandelde:algemene geval.
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c) Geen onderstellingen omtrent gemiddelden en sprefingen

worden berekend. Deze is nu niet meer zoals in de voorbeelden a) en
b) uniform optimaal, doch een functie wvan (3 en w. De berekening is
niet moeilijk maar door het grote aantal mogeli jkheden wat de

censtanten A, B en C uit (1.52) betreft, wel vrij langdradig en
zal daarom niet worden gegeven.

Bovendien i1s het niet zeker, dat het berekenen van een
optimale A inderdaad weergeel't, hetgeen men eigenlijk wil doen.

Immers de waarden van w en vooral die van (5 liggen minder nauw-

Keurig vast, dan tot nu toe werd gesuggereerd. De eisen voor w
volgen nog hoofdzakeli jk uit nauwkeurlg bekende gegevens,

Zou men door de verwachting van z ilets onder het te bereiken

Wiy

maximum te kiezen de kans op een resultaat Kleiner dan w aanzien-
11jk verlagen, dan zal men dit zeker in overweging nemen. Het -

zeli'de geldt, wanneer het bereikbare maximum sterk stijgt bij een
geringe verhoging van (3 ..

o O -

Het maximum van CZ en @ nangen samen via de toegelaten
waarden van A . De verwacnting van z is een monotone functie van
A Ook het verband tussen de toegelaten A's en (3 18 zonder

moeite op te sporen. Als bij een bepaalde @ een verzameling van

A's toelaatbaar is. dan zullen deze A's zeker tocelaatbaar zijn,

wanneer men zlijn eisen lager stelt, d.w.z. een grotere kans (5 op

€en opbrengst kleiner dan w accepteert. De verzameling van toege -
laten A's zal dus groter worden of gelijk blijven, wanneer (3. toe -
neemt. Hieruit volgt dat ook het maximum van C z zeker niet klei-

ner wordt bij stijgende . m.a.w. dit maximum 1s een monotoon
niet dalende functie wvan (:5 :

Ook uit een grafiek zoals die van fig. 1.4 kan men een goede
indruk krijgen van het verband tussen 8_:3_.’__ °n G bl] gegeven waarde
van w. Door de vrijheid in de keuze van A zlJn er verschillende

waarden van %__z__ bereikbaar; het interessantste geval is nu dat

waarin blj toenemande %_5 ook O‘g toeneemt, waarin dus een hogere

gemlddelde opbrengst samengaat met een groter risico. In figuur
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1.5 zijn . enige berelkbare cumulatieve verdelingsfuncties van

getekeﬂdw.De sniljpunten:van de getekende krommen met de rechte

Z=W geven aan hoe groot { 1s; aangezien z een symmetrische ver -
) o ,
dellng bezit kan men de waarden van ‘éﬁ_aflezen ult de sni jpunten
van de krommen met F(z) - 5. Piguur 1.5 illustreert daardoor duil-
delljk op welke wijze,(s verloopt bij toenemende waarde van ¢z.
F(Z) A
. | l“‘"‘*"““*’""* e e Mw;mw L T L I L LI T N e o
I "f . ) /4 P . i |
1 / v -
3 O O O
v f] ’ .
_ K Mf’/ .
) FH T e \
fig. 1.5

De cumulatieve verdellngsfunctag_zgn z voor verschillende waarden
van A .

Aan de hand van een wvoorbeeld illustreren wij tenslotte op
welke wijze men het beloop-van max ¢z kan vinden als functile van
"@WJHierbij moeten wiJ gebruik maken van de algemeen geldende o
formules (1.42) en (1.51) t/m (1.55).

Het is niet nodig alle in de formules (1.52)-(1.55) voor-
komende constanten afzonderlijk te kennen. Het is voldoende wan-

neer de volgende verhoudingen en gegevens bekend zijn:

I - B BN
Po bp T B8 Paby SO

] — > pat | et T e
p/} O/] O} - p/} f,L,] W O 35 p/] }VL/‘ | (1¢61)

'wlg hebben dus Po Mos Bg U4 Pp On 8N W ultgedrukt 1n pj, S de
gemlddelde opbrengot in ge]d wanneer er alleen Tarwe wWordt ver-
bouwd. De gededelde opbrengsc (steeds lnlgeld)'van haver 1s dus
minder dan de gemiddelde opbrengst van tarwe., doch de sprelding
van de laatmte is aanzienlljk groter De opbrengst die wl] behalve
een kans [ zeker willen behalen is 35% van de gemiddelde opbrengst,

\

wanneer Wi al]een Ttarwe vevbouwen S m _
Subotltueren WLJ (1. 61) in de formules (1¢55)3 (1.54%) en
(1. 5;) dan vinden w13



_ (3 (2 2 2
A = (7‘6 5(5 - 0.90225) p/l .iU”] ; . (1*’62)
B = --O,,’15.p§ Hﬁ ; (1.63)
1 2 2 D _ o
C = (-,-%-5& - 0,25) pS s . ‘ (1.64)

Reeds eerder merkten wiJ op dat de eisen betreffende w en P
niet willekeurig hoog kunnen worden gesteld, Wi gaan daarom eerst
na welke waarden van & D1J de gegeven w bereikt kunnen worden.
Hlertoe schrijven wij voorwaarde (1.52) in de vornm

2

B2 BT _ u
A(>\+ “2“'"5) *'T"C "mmoj (’],65)
2

a . B
voor A>0 1s dit een parabool met een minimum. groot C - TR >
dat bereikt wordt voor X\ = - % . Voor kleine waarden van @ 18
(1.62) > O/l) en dus kan er aan (1.65) niet worden voldaan, wanneer

52
C - >0 (1.66)

ls. Hieruit volgt voor E(f de voorwaarde 3(52 >4 .12, waaruit met

een tabel van de normale verdeling kan worden gevonden, dat
@ = 0,0212 moet zijn. De kleinste waarde o van . waarblj nog

€en oplossing mogeli jk is. bedraagt dus (50 = 00,0212, een waarde
die wordt bereikt voor

2h — 2(0,1875 . U,12 - 0,0225) -w
Wanneer men (5>(3)O kKlest, zal men een interval k’l <\ < \>\2

van A's ter peschikking krijgen en dan moet men dus nagaan voor
welke A de functie %g_ maxlmaal 1is. Uit

8_& = >\p/l H/] T (1">\)p2 /u2 ~ (0385 + 0, 15k)pfl H/! (1'“67)

leest men af dat dit het geval is voor de grootste toegelaten
waarde van A . Groter dan één Kan deze waarde nooit worden, omdat
ook aan 0< A <1 voldaan moet zijn. Het heeft daarom geen Zin,
waarden van o te beschouwen, waarvoor de bovengrens >\2 van het

interval %,}:; >\_§_>\2 groter is dan één. De waarde (5,} van (3 , welke

At N N gy R R W e

1) Men kan achteraf laten zien, dat A voor alle in asnmerking
komende waarden van G inderdaad > O is.
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..\‘l

behoort: bl ] Agm vinden wij door in (1 ;*52) A=1 1in L,e vullen; het
linker 1i1d moet dan nul worden. Men vindt op deze wijze (3,] =
0,0968." Het inderval van > '8, waarvoor het gedrag van max ﬂgm
moet worden nagegaan is dus 0,022 < {5 < 0,0968. ,
Voor de waarden (,0212; O . G4; ©.06; O 08 en O, u968 van @

is de grootste wortel van A >\? + B \ = O berekend, evenals de

bl jbehorende waarde ‘*r"—*n' 5,7 In flguur 16 is het verband tussen

max éz en (5 gesbhet t waarbij wij langs de verticale as als een-
held gebruikten p,k M’l W:LJ zien dat max 82 blij toenemende (5

!

stijgt van 0,865 P, i, tot P, A, €n dat alleen haver verbouwen
nooit optimaal 18, ir tegenstelling tot alleen tTarwe verbouwen,
wat de optimale oploseing 1s bij p = O 0968

Andere voorbeelder. kunnen op geheel analoge wijze worden

4
uitgewerkt. 'I Mk ©&
1.00

e xXToBe AT

e
TN = 069
O 95 —l- ”M,,..n-*"#
: e
!! )ﬂ("ﬁﬂ/\ = O 50
90T e
0.85 1 N= 010
{"'}
< ,
S U U S U S SN UNUS V.. ¥
Q02 G,0L 000 0,086 0,10 @
fig. 1.0

Verwachting van de opbrengst als functie van (3 _bi ] optimale X
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2. Steekproeven “bij accountantscontroles

In veel gevallen waarin men een groot aantal gellgksoortige
dingen moet controleren beperkt men zich tot het onderzoeken van
een gedeelte desarvan. Soms is dit noodzakeli jk omdat door hest
oncderzoek het"*\}oorwerp vernietigd of onbruikbsar wordt (vgl. voor-
beeld 1.1 uit hoofdstuk V), doch meestal gescniedt dit omdat men
Wil besparen op de kosten verbonden aan het keuren. Dat gedeelte
dat wel gecontroleerd wordt, noemt men de steekproef en het aantal

exemplaren dat er in aanwezig is , de omvang van de steekproef.
S>teekproeven, waarblj alle exemplaren een geli jke kans
nebben om getrokken te worden noemt men aselecte steekproeven en

net zijn steekproeven van dit type, waarmee in de industrie
(bijv. bij het keuren van gemaakte produkten), in het medisch
onderzoek (bijv. blj de vergeli jking van geneesmiddelen), bij de
marktanalyse (bijv. enquetes ). voor bevolkingsschattingen en op
nog talloos veel andere terreinen gewerkt wordt. Men kan zich
dan ook afvragen, of aselecte Steekproeven, die elders zoveel
besparingen opleveren, ook niet van nut kunnen zlJjn blj het werk
van accountants.

Ulteraard is de situatie blJ een accountantscontrole niet
zonder meer veirgelijkbaar’ met een keuring van een partij goederen,
Fen 'belangri JK punt van verschil ligt in de konsekwenties, die
net maken van onjuiste conelusies Oop grond van de steekproef kan
nebben. Zo kan een ten onrechte goedgekeurde partij goederen in
veel gevallen zonder al te grote kosten vervangen worden door een
andere, zodra de fouten ontdekt worden . Het niet ontdekken echter

van bl jvoorbecld ecn fraude heeft daarentegen in het algemeen zeer
aanzienlil jke gevolgen. Een vergelil jkbare situatie ontstaat soms
bij het medisch onderzoek, waarin bij het vergelil jken van genees-
middelen door middel van een steekproef, het doen van een onjuiste
Keuze ernstige gevolgen zal hebben voor de volksgezondheid.

Het is duildelijk dat bij een steekproefonderzoek minder
informatie verkregen wordt dan blJ een volledige keuring. Het is
1n principe moge 11 jk dat onjuistheden b1lJ het steekproefonderzoek
niet gezien worden en wil men dus steekproeven toepassen, dan zal
men niet kunnen eisen dat alle ocnjuistheden met zekerheild opge-
Spoord worden. De belangfij’kste vraag betreft daarom de aard van
de conclusies, die wél getquken._kunnen worden over de gehele ver-



zame ling op grond van de lnf’ormat le, verkregen door een steekproef .
Op deze vraag wordt een antwoord gegeven door de mathematische
statistiek. = - - o o

Laten wij aannemen dat cen lange 1] posten gecontroleerd
moet worden op ongulstheden Een aantal posten zal 1n orde zijn en
een aantal kan ongulst zijn. Er bestaat dus een pepaalde breuk p:

tusséen nul en eem dle aangeeft well«: dee_i van de posten het ken-

merk "onjuiSt" bezlt. Men noemt deze breuk de fractie D (van de

"onjuist" bezitten) en het is deze fractie,

waarover wij een ultspraak wlllen doen op grond van de resultaten
van de steekproef. DIt kan met behulp van de tTheorle van de

pdsten die het kenmerk

betrouwbaarhelds1ntervallen welke in de derde paragraal wvan
hoofdstuk VI behandeld werd. '

Indien wij een enkel getal op willen g,even als schatting voor
P, dan 11 gt het voor de hand hiervoor de fractle-f‘\wnlcmnjulste
getallen in de steekproefl te nemen. Zolang de steekproef niet alle
posten omvat, behoeven f en p niet aan elkaar gelijk te zijn. Aan
de andere kant zal p eerder een waarde in de omgeving van f beziltT-
ten, dan een waarde die sterk van f afwijkt. Men kan daarom een
interval opgeven, waarbinnen p vermoedeli jk ligt en een dergell jk
interval 1s het reeds cerder behandelde betrouwbaarheidsinterval.
Wij geven dus niet een bepaalde waarde Op VoOor p, doch grenzen
waartussern ‘de onbekende fractie vermoedeli jk ligt . Een dergeli jk
interval behoeft niet noodzakell jk een onder- en een bovengrens
te bezitten. Men kan zich tot één van beide beperken, biljvoorbeeld
door uilt een steekproef de conclusie te trekken, dat p nlet groter
18 dan een bepaalde waarde en dus een bovengrens voor p. .opgeven...:.

Hoewel p*vermoedelijkféen Waarde bezit;“welke niet te veel
verschilt van die van f kunnen wij toch andere waarden nlet geheel
uitsluliten. Zelfs is het in principe mogeli jk dat onze steekproefl
alle onjuiste posten uit de 1ijst bevat; in dat geval kan p een
waarde bezitten, die zeer veel kleiner is dan fﬁjDe conclusie die
Wi ] uit ‘deze overwegingen1trekken luidt, dat zelfs onze ultspraak
in de vorm van een interval niet Juist behoeft te zijn. Wel zullen
wij in het algemeen minder onjuiste uitspraken doen, naarmate W1iJj
een grotvter interval opgevenﬁmaar'dit voordeel gaat dan samen metT
het niadeel van een mlndef pré ~ieze uitsprsak over p. Varn::belang 1s
nu hev verband_tupsen de gevanden fractie f, de grenzen van het -
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betrouwbaarheidsinterval en de kans dat P werkelijk in dit inter-
val ligt.

Tenzij wij ons beperken tot "cfiviale medede lingen, zoals: p
1ligt tussen O en 1. zul len er in een lange reekks ultspraken over
onbekende fracties (1 mees tal) fouten gemaakt worden. W1lj richten de
vorm van onze uitspraken nu zo in, dat in deze reeks niet meer dan
een bepaalde fractie uitspraken onjuist is. Hoe groot deze fractie
gekozen wordt, hangt af van de aard van het onderzoek. Zo zal men
deze fractie meestal lager ikiezen blj proeven met een belangrijk

geneesmlddel den blj een vooronderzoek op het gebied van de markt -
analyse. Veel gekozen waarden voor de toegelaten fractie onjuilste
ultspraken zijn 0,01 respectieve 11 jk 0,05, Deze fractie, die wij

aangeven met Oy 5 noemt men de onbetrouwbaarheid. Staat deze eenmaal
vast, dan sTelt de mathematische statistiek ong weer in staat bi ]
iedere stggkproefomvang n en b1lJ iedere gevonden fractie I 1in de
steekaOe:W ‘

L, €en betrouwbaarheids lnterval voor p te berekehen ZO -
danig dat de fractie onjulste uitspraken hoogstens gelijk is aan

de gekozen onbet rouwbaarhe 1d Oy 1) Wanneer men deze methode toe---

past, dan zegt men dat p behoudens een onbetrouwbaarheid (ook wel:
behoudens een kans). die hoogstens geli jk 1is aan X 5 binnen de
aahgegeven grenzen ligt.

Men kan zich voorstellen, det de zojuist beschreven methode
toegepast wordt blg een accurates se-controle. Men neemt een
aselecte steekproef van n posten uit het totale aantal, geeft op
grond van de steekproefuitkomst een betrouwbaarheidsinterval op
voor de fractie » van onjulstheden in alle posten en gaalt ver-
volgens na of de gevonden grenzen aanleiding vormen tot een nader
onderzoek of tot ingrijoen. Tabel 2.I geeft betrouwbaarheids -
grenzen voor p, wanneer steekproeven van 100 exemplaren genomen
worden, een onbetrouwbaarheild van 5% voor beide grenzen apart en '
dus 10% voor het gehele interval gekozen wordt en K onjuistheden

m“““mmmﬂ

’1) AangeZJ.en de frdcta e onjuiste ultSpraL{c.,n hoovstens gelijk 1is

aan <., noemt men X s meestal niet de gekozen onbeftrouwbaarheid,
J

maar: de gekoz’en onbetrouwbaarheidsdrempel. Eenvoudighe idshalve

b d

18 hiler tussen deze twee begrippen geen onderscheid gemaakt.
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in ae steekproéf cevondernn zijn. Het sgoreekt vanzell dat.dergellee
tabellen voor allerlei wasrden van n en van de onoetrauwbdarheld
*opgesteld'kunhen worden. ULt een dergell jke Tabel kan men ookK
ééhZijdig begrensde betrouwpaarheidsintervallen allezen; de on-
bet rouwb arnpld bporﬂq »Todan in het geval van tabel 2.1 5% . De
keuze van n';uilen.W1j hier niev penandelen; gewoonlijk vindt

15ty door de kosten van de stzekproef af te wegen tegen

G
de tge ¢gtellen elsen van nauwbkzurigheil.

Bl een controle op [raude kan In Lrincipe dezelfde weg
bewandeld worden @ls hier boven 1g aangegeven ., Ulteraard zal men
zicly beperlen tol hel opge ven van een vovegrens voor de fractile

-

P ovan gelraucaaeras mogten en bovendlen zel men de onbetrouwbaar -

[P, B — e e n L T T o % My m e ew e e | C e S U R iy S L
neid &G Klein wiedsn. Janneer men s "siematiscn op deze wijze te
W, . | | o - | C
ﬂ. B L I e N ! '*1 200 S o ? re l’ ~ Lo - - 3 N | el I wy gone e N e s B - " '
werl gaat, dan <an men dug cencluderen . dat va  een groot aantal

- T R O Ve U _- o B T P v .
controles slecnts in hoogstens een Tracltie & vin de gevallen een

: . Ho ""“JE' L deze zoedsehtengang vanult statistisch cogpunt gezien
rect 1s @i Jri ey toch hwee bhe Lo ngrigle bezwaren tegen aan t €
voeren. In de ecrste nloats 1 men niet alleen gefinters Eﬁeerd.lnw"
de f’;}:’ac::'t'i@ fg;;eilf'rwudeﬁc cde posten. maar vooral in het ftotale gefrau-

: "".’:;* ."':,1 | i ' ¥ Ty SR I - -~ - " - ey ' — " 4 : i 3
deerde bedrag. Ten tweede zal men Li) een controle, waarin een

‘I.-r

1) Deze tabel 1 overgencmen uit: J FLRIUS . Svllsbus van de cursus
‘] .

lemenbaire stabistische meishoden'” Repoort S 253(C 12)

2T W *-. T "{ e ) (T ™M L r"“‘ o e 1 - €y g s ' " ) “ "o ; of I
van de Sivatistische Wf-aling van het Mathematisch Centrum blz.h



geval van fraude gevonden word:t zelker niet volstaan met het

controleren van een steekproef uit de posten, doch overgaan tot

het controleren van alile posten. Beide bezwaren ltunnen worden
ocndervangen.

Laten wij aannemen dat alleen gefraudeerd kan worden door
het opschrijven van te nhoge bedragen. het Coevoegen van niet
pestaande posten of het opschril jven van hogere totaslsommen dan
de werkelijke. Voor deze S1tuatie zi jn twee methoden ontwikkeld
waarin aan de genoemde bezwaren tegemoet gekomen wordt .

j»°

. DE HOLFFq) neef't voorgesteld de grote posten allemaal te
controleren en de kleinere Slecht

S gedeelteli jk: zZodra een geval

van fraude gevonden wordt gaat men tot het controleren van alle

posten over en men doet dus slechts waarschijnlijkheidsuitsprakenj
wanneer in de steekproef geen enkel geval van fraude gevonden
wordrt.
Len andere methode om de bezwaren te ondervan
van A, VAN HEERDEN. De gedachtengang is als volgt.
Laat de te controleren 11jst bestaan

geén 1ls afkomstig

Voor het totale bedrag van alle posten opgegeven

gecontroleerd. Grote posten hebben op
oM aangewezen te worden dan

deze wijze een grotere kans
“leinere en kunnen zelfs verschillende
Kerer. aangewezen worden. Men controleer

Zodra een geval van I'raude gevonden wordt . gaat men alleposten‘

nu hoe groot n gekozen moet worden om de
risico's voldoende klein te houden .

bestaat hier uit net niet ontdek!

lijkheid wel gelfraudeeryd iS'eﬂimen Kan dus een eis stellen van de
vVolgende vorm: als er meer

dan een fractie Py 8€lraudeerd is, dient

1) P. DE WOLFF_ >teekproeven bij admini

Het risico voor de accountant
‘€n van fraude als er in werke-

stratieve controle,

Statistica Neerlandics 10 (1956) . 35-44

1d. Produktiviteitsverhoging blj accountantscontrole
door toepassing van ge laagde S‘C«f&?eL<:1:)Iﬂoever1,9
>tatistica Neerlsandics 13 (1959) 215-232,



de kans dat dit niet tijdens de controle gevonden wordt hoogstens
(5 te bedragen. '
W1j zullen het probleem nu formuleren in de terminologile van

de toetsingsctheorle, zoals deze in hoofdstuk VI behandeld is.

Wiskundige formulering

Gegeven 18 een populatie van B guldens die tTwee kenmerken
kunnen bezitten: gefraudeerd en nilet gefraudeerd. Geven wij de
fractie gefraudeerde guldens aan met p dan wordt de nulhypothese
pP=0 getoetst tegen de alternatieve hypothese p> 0. Als ToeTsings-

L]

grootheid gebruiken wi] het asantal gefraudeerde guldens k., dat 1in
de steekproef gevonden wordt. AfAangezien het een rechtseenziljdige
pinomiale toets is_  bestaat het vritieke gepied Zr uit alle
waarden‘vahli_g;nﬁxn?cﬁ‘gﬁlijk'aan een bepaalde waarde trﬂ

wwlj concluderen tot fraude en verwerpen dus de nulhypothese,
zodra e€r eéh.geval van fraude gevonden is. De kritleke zZone Zr
bestaat dus uit alle waarden van k=1 en trmﬂu De kans op een fout

van de eerste soort, dus de kans op het ten onrechte verwerpen van

de nulhypothese 18 nul, 1mmers

B B

Plkez |p=0]=Plk=1p=0 |~ O . (2.1)

De kans op het makern 7an een fout van de tweede soort, dus con-
cluderen dat er nilet gefrasudeerd is, 6 terwljl het in werkell jkheid

wel het geval is,;, vinden wij uit

I i e -
Pltg 2 | H, | = Plt=0]H, . (2.2)

Een fraude van een freactic p ven het totaal bedrag B, betekent

dat er p B gefraudeerde guldens zijn en (1-p) B nilet gefraudeerde.
Wijst men nu aselect n guldens aar., dan is de kans dat geen ervan

cefraudeerd is (vgl. voorbeeld % 7 wvan hoofdstuk I)
OBy (1-p)B 1-p,E
(%})(( P) ) (( D ) _
P‘ ! o mw-u---w-——-(}-—-—mm = ---v-"-*-----—p---m_.... _ ( 2 3 )
) (B) (B ) J .
1 ¢!

wat voor n veel kleiner dan B in voldoend goede benadering gell jk

1S aan (1~p)nh De kans op een fout van de tTweede soort

p(p) = (1-p)" (2.4)



18 *dus* nog een functie van n en van p. In figuur 2.1 is het ver-
loop wvan & (D) gesche‘tst als functie van p voor n=2. n=10 en n=100

WiJ zien dat (b (p) sterk afneemt voor toenemende n en toenemende P

&

N | S
- ~_ ~
S S I — e SIS USE———— L
O P Q. Q6 0.8 1.0
Pig . 2.1

De kans op een fout van de tweede soort als functie vann en vanp .
De keuze van n is nog vrij en daarvan kunnen wij gebrulk maken om
aan (:«,(p) cen bepsalde eis op te leggen. Het ligl voor de hand te
eisen dat een fraude groter dan de fractie Po slechts een kleine
kans heeft niet ontdekt te worden. Bijvoorbeeld kan men stellen

dat deze kans hoogstens 0,01 mag bedragen voor p(ﬁ("‘*ﬁ V1. In dit

gceval moet dus gelden

(’lmCJﬁC)’l)n = (0,01, ' (2.5)

of n =459, -
Waarden van n voor pom("iﬁ 05: G,01 en 0,001 en (;,» =0,05; 0,07

en O 001 zijn opgegeven in tabel 2.11. Men leest hieruit af dat
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B py) nog aanzienlijk verlaagd ken worden zonder een al te
sterke toename van n, maar dat men bij hogere eisen ten opzichte
van py zeer omvangrijke steekproeven moet gaan nemen.

Tabel 2.11

Waarden van n voor verschillende wsarden van P €N ggp:)

alil—,

t

“~@(py) | 0,05] 0,01 | 0,007
DQ“\H

Conclusie

Wanneer wij aselect 459 guldens aanwijzen en als kritieke
zone de steekproefuitkomsten met één of meer fraudes gebruiken,
dan passen wij een rechtseenzijdige binomiale toets toe met on-
betrouwbaarheid nul en een kans van hoogstens 0,01, dat een fraude
groter dan 0,01 van het totaalbedrag niet ontdekt wordt. Nog 1€eTtTS
anders geformuleerd: passen wij de hier beschreven controlemethode
met behulp van steekproeven tTtoe, dan zal in een lange reeks
controles hoogstens 1% van de gevallen waarin meer dan 1% gefrau-
ceerd is, niet worden ontdek?y. HierbiJ kan nog opgemerkt worden
dat het risico van het niet ontdekken van fraude 1n'werkellgkheld
nog aanzienlijk lager ligt. (vergelijk opmerking 2.1)

Opmerkingen

2.1. Daar wij niet alleen de aangewezen guldens controleren maar
de gehele posten waartoe zZij behoren, wordt er veel meer gecontro-
leerd dan alleen de n guldens, waarvan in de formules (2.3),

(2,4) en 2.5) gebruik is gemaakt. De kans op het niet ontdekken
van een fraude van meer dan 1% is derhalve nog veel lager dan
0,01, EHoe klein deze kans precies 18, valt zonder het maken van
extra onderstellingen nietT Te berekenen.



2.2. De fraude is hier steeds ultgedrukt als fractie van het opge -
geven totaalbedrag B. In geval len waarin gefraudeerd is, ‘bedraagt
het totaal B', een bedrag dat kleiner is dan B. De fraude moet

dan ultgedrukt worden als een fractie van B' en dus zou men in

formule (2.3) met B' moeten wemmen in plaats van met B. Nu is een

fraude-fractie p in B geli jk aan een fraude-fractie ’153-13 in B en
men zou dus in (2.4) p kunnen vervangen door Lt Voor kleine
waarden van p heeft deze substitutie echter slechts weinlg invloed;
ZO zou voor p=0,01 en (::.) =0, 01 gevonden worden n=463 in plaats van

n=459. Gezien het in opmerking 2.1 gezegde is deze correctie weg -
gelaten.

2.3. In veel gevallen is van de 1iJst met posten niet alleen het
totaalbedrag B bekend, maar z1jn ook allerleil deeltotalen gemak-
Kell jk te vinden. Het opzoeken van de aselect aangewezen guldens
Kan men dan vereenvoudigen door lijsten op te stellen met n
aselecte getallen, die reeds naar grootte gerangschikt zijn. Hoe-
wel het in principe mogeli jk 1s alle controles te verrichten met
&én lange 1iJst van gerangschikte aselecte getallen. 1s het een-
voudiger aparte 1ijsten van n getallen op te stellen tussen bij-
voorbeeld O en 10.000, tussen O en 15.000, enzovoorts.

2.4, Aanknopende biJ opmerking 2.3 kan men het risico een fraude
niet te ontdekken nog verder verkleinen door in die gevallen,
waarin de sprong tussen twee in grootte opeenvolgende aselecte
getallen meer is dan 1% van het totaslbedrag B, aselect een getal
01lj te loten tussen de twee reeds aanwezlge aselecte getallen in.
In het algemeen zijn hiervoor slechts enkele nieuwe aselecte ge -
tallen nodig terwiijl men de mogell jkheld ultsluit, dat een fraude
van meer dan 1% van B in een enkele postT, niet opgemerkt wordt.

2.5. Men dient goed onderscheid te maken tussen een ultspraak in

de vorm van een betrouwbaarheids interval, zoals bij de accuratesse-
controle van belang kan zijn en een uitspraak. zoals voor de con-
trole op fraude werd voorgesteld. Geeft men een Lange reeks be-
trouwbaarheidsintervallen op met een onbetrouwbaarheid van 0,01,
dan betekent dit dat in 1% van alle uitspraken een interval opgege -
veén wordt, dat de ware p niet zal bevatten. Formuleert men de
conclusie met behulp van de kans op een fout van de tweede soort
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‘en zegt men dat deze voor p=0 01 hoogstens 1% mag zijn, dan be-
tekent dit, dat van die gevallen, waarin p=0,01 is hoogstens 1%
niet ontdekt zal worden. Gebruikt men betrouwbaarheidsintervallen,
zoals in tabel 2.I zijn OPEEgEVEN Voor een onbetrouwbaarheid van
10%,alleen in die situaties, waarin“geen onJjulstheden zijn opge-
treden, dan kan men niet zonder meer zeggen dat de opgegeven
betrouwbaarheidsintervallen in 10% van alle uitspraken de Jjuilste
- waarde niet zal bevatten. Men moet dushoppassen met deze voor-
waardell jke waarschijhlijkhéidsuitsprakeng Op de vraag wat men

wel kan zeggen, zullen wij hier niet ingaan.
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Rapport S 265 (C 13)(2% druk)
Hoofdstuk VII

pag.: regel:

3
4

10
10
10
11

5 van ohnderen

2 van onderen

2 van boven

4 en 1 van onderen
4 en 1 van onderen
4,6 en 7 van boven
4,6 en 7 van boven

(1.53)

10 van onderen

(1.59)

13 van boven
3 van boven
15 van boven
onderschrift fig 2.1
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